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Рассматриваются сети взаимодействующих конечных автоматов. Настроенным состоянием сети называется такая ситуация, что любой автомат сети не может изменить своего состояния: ситуация, когда каждый автомат, реагируя на воздействие соседних автоматов, переходит в тоже состояние, в котором он находился. Сеть называется настраиваемой, если для любых начальных состояний сеть можно перевести  в настроенное состояние через конечное число тактов.   Изучаются свойства, которым должны обладать конечные автоматы для того, что бы любая сеть, построенная из них, была настраиваемой. Приводится алгоритм настройки для произвольной сети из автоматов удовлетворяющих этим свойствам.

Введение


На интуитивном уровне, задачу, решаемую в настоящей работе можно поставить следующим образом.  

Имеется система взаимодействующих объектов. Эта система функционирует правильно, только тогда, когда состояние каждого объекта "согласовано" c состояниями соседним с ним объектов. 

 То, что состояние объекта "согласовано" с состояниями соседей пока никак не определяется. Предполагается только, что имеется  процедура, которая настраивает произвольный объект . Эта процедура переводит заданный объект в состояние согласованное с состояниями соседей.  

Требуется настроить систему, так чтобы она работала правильно, при этом шагом настройки является настройка одного объекта (перевод  его в состояние согласованное с соседями). Понятно, что при настройке одного элемента, мы можем потерять настройки других, поэтому, в общем случае, нет  гарантии, что процесс настройки всей системы может быть успешно завершен.  Таким образом, при рассмотрении процесса настройки  сразу возникает две задачи: первая описать класс настраиваемых сетей- сетей которые могут быть настроены, вторая описать  процедуру настройки (последовательность в которой следует настраивать элементы сети). 


Сформулированная задача настройки системы взаимодействующих объектов имеет множество интерпретаций в прикладной области.   Начнем с примеров, когда, в процессе настройки нет полной информации не только о характере зависимости существующей между разными объектами, но и о самом факте существования такой зависимости: факт несогласованности проявляется в некоторых опосредованных формах. 

1. Пример взят из [1].Пусть имеется  группа лиц, которые должны участвовать в совместной работе. Каждый участник проекта, имеет собственную позицию по решаемому вопросу,   и эта позиция и степень участия в проекте может зависеть от позиции, которую занимают некоторые другие члены команды. Таким образом, позиция каждого участника и его роль в проекте может меняться либо в процессе предварительных переговоров, либо в процессе дальнейшей работы.  Надо таким образом провести переговоры, что бы у каждого участника сложилось устойчивая позиция,    которая не будет меняться в процессе дальнейшей совместной работы.

2.  Пусть имеется техническое устройство, качество функционирования которого зависит он некоторого множества настраиваемых параметров (карбюратор, пид – регулятор, …) . А именно, для качественного функционирования необходимо  так отрегулировать параметры, что бы для каждого параметра выполнялось некоторые функциональное соотношения с некоторым другим параметром.  То, что для данного параметра соотношение не выполняется, проявляется вполне заметно (например, двигатель глохнет, при нарушении одного соотношения и слишком быстро крутится при нарушении другого). Какова должна быть стратегия регулирования?


3.   В современных СУБД широко используется аппарат триггеров. 

Основной принцип использования триггеров можно описать следующим образом.

Каждый триггер можно рассматривать, как программу корректировки данных, для того, чтобы обеспечить некоторые ограничения целостности.  При внесении в базу каких-либо изменений  могут нарушиться ограничения целостности, - вызываются  соответствующие триггеры, корректирующие данные. Применение триггеров может изменить другие ограничения целостности- вызовутся другие триггеры и так далее пока не будет достигнуто согласованное состояние – состояние в котором все ограничения целостности выполнены. Как надо организовывать вызов триггеров и какие ограничения на вид триггеров надо накладывать, чтобы не зациклиться на стадии исполнения транзакции ?.


В первом разделе приводится игрушечный пример взаимодействующих объектов, на котором будут иллюстрироваться все вводимые определения. Во втором разделе в общих терминах описывается стратегия настройки. Эта стратегия названа автором стратегией Киссинджера, по причинам, которые должны стать понятными читателю  по прочтении раздела 2. 

В качестве формальной модели для системы взаимодействующих объектов в статье используется сеть взаимодействующих конечных автоматов.  Соответствующие определения и формальное описание стратегии Киссинджера (алгоритм настройки) приведены в разделе 3. Следует отметить, что использование в настоящей работе теории конечных автоматов связано лишь с относительной простотой определения понятия настройки, в рамках этой теории.  

Другими словами то, что в настоящей работе рассматриваются лишь конечно-автоматные конструкции, никоим образом не означает, что стратегия Киссинджера  не применима к  объектам, поведение которых не описывается конечными автоматами.

В подтверждение этому,  в конце раздела 4 на неформальном уровне описываются ограничения,  которым должно удовлетворять поведение объектов (не обязательно конечно-автоматных), для того чтобы предлагаемый метод  был применим. 


В разделе 5, формулируются теоремы (в рамках конечно-автоматной теории) характеризующие область применимости предлагаемого метода.

1. Задача о вечеринке.


Представим ситуацию, что вы хотите пригласить в гости троих знакомых (x,y,z). Надо договорится либо на субботу, либо на воскресенье (и тот и другой день вас полностью устраивает). Каждый из знакомых наверняка может придти к вам либо в субботу, либо в воскресенье. Если все трое не могут собраться (например, x занят в субботу, а y в воскресенье), вы соберетесь втроем (в тот день, когда может z) , но лучше все же собраться вчетвером. 

У каждого из ваших знакомых есть наиболее удобный день, когда он может придти к вам в гости, но он, может быть, согласится придти в другой день. Например, если y во что бы то ни стало, хочет встретиться с x (только ради этого он и придет к вам), то y согласится на любой день, который удобен для x. C другой стороны, если x не хочет встречаться с y (но желает встретиться с вами), то x будет действовать по следующему правилу: x предложит собраться в тот день который не выбрал у.   

При этом вам (и даже, может быть, вашим собеседникам) не известны мотивы, руководствуясь которыми ваши собеседники выбирают тот или иной день встречи.   

Вы по очереди договариваетесь с каждым участником встречи. При каждом разговоре вы, во первых, сообщаете все известные вам пожелания, а во вторых выслушиваете пожелание собеседника.   

Поскольку мнения ваших знакомых  могут меняться в зависимости от мнений, остальных участников, то возможно придется по несколько раз разговаривать с каждым . Эти переговоры надо провести  таким образом, что бы

1. каждый, кто придет к вам в гости, остался бы доволен (если у хочет встретиться с x, а x не придет на встречу , то y будет считать вечер испорченным).  

2. человек, не попавший на вечеринку должен быть извещен  о том , в какой день вы собираетесь (вдруг он передумает)  

Вы должны сделать конечное число звонков и либо назначить день встречи, либо отменить встречу.  Каким образом следует проводить переговоры?

2.
Стратегия Киссинджера

Пусть имеется множество V взаимодействующих объектов. Эта система функционирует правильно, только тогда, когда состояние каждого объекта "согласовано" c состояниями соседним с ним объектов.  То, что состояние объекта "согласовано" с состояниями соседей пока никак не определяется. Предполагается только, что имеется  процедура, которая настраивает произвольный объект x(V. Эта процедура переводит заданный объект в состояние согласованное с состояниями соседей. В тоже время изменение состояния объекта x, при его настройке, может привести к тому, что некоторые ранее "согласованные" c x объекты  перестанут быть таковыми. В какой последовательности надо настраивать объекты, чтобы, в конце концов, все объекты оказались в согласованном состоянии?

Далее описывается алгоритм настройки всего множества V объектов, который в дальнейшем будет называться  стратегией Киссинджера.  "Челночная дипломатия" Генри Киссинджера (организация переговоров по разведению войск Израиля, Сирии и Египта после войны "Йом-кипур" или войны Судного дня),  это и есть алгоритм настройки, исследуемый в настоящей работе.

На интуитивном уровне суть этой стратегии сводится к следующему: если вы хотите, о чем-нибудь договорится с тремя оппонентами, имеет смысл, на первом этапе, договорится хотя бы с двумя. 

Определение 1. (стратегия Киссинджера) Пусть <<- некоторый линейный порядок на множестве V.   Главным объектом из множества V будем   называть минимальный по порядку << объект, который не является настроенным: понятно, что   главный объект существует (а если существует, то единственен) тогда и только тогда, когда существуют не настроенные объекты.

Настройкой в соответствии с <<- стратегией Киссинджера называется последовательность настроек главных  объектов.


Таким образом,  при настройке по стратегии Киссинджера на каждом шаге настраивается тот не настроенный объект,  который имеет наименьший номер при нумерации по порядку <<.

Пример.

Рассмотрим, как  стратегия Киссинджера  выглядит в применении к задаче о вечеринке.

Прежде всего, отметим, что в задаче о вечеринке, есть процедура, настраивающая произвольный объект - это ваш звонок соответствующему участнику вечеринки (для Киссинджера это была встреча с представителем  воюющих сторон), но нет другого способа определить  в настроенном  состоянии находится объект или нет как настроив его: после настройки (после разговора)  вы будете точно знать в каком  состоянии объект (в настроенном или нет) находился объект до настройки (такая же ситуация складывается и при обработке множества триггеров в базах данных – только после вызова триггера можно узнать вносит он какие-нибудь изменения в базу данных или нет).

Таким образом узнать главный объект (и заодно настроить его) можно только  обзвонив всех участников по порядку <<.

Итак, в применении к задаче о вечеринке стратегия  Киссинджера, выглядит следующим образом:

Назовем звонок информационным,  если он каким-нибудь образом меняет ваше представление  о желаниях гостей.  Например, самый первый звонок к кому-нибудь всегда является информационным (до звонка вы ничего не знаете о желаниях собеседника), повторный звонок является информационным только в том случае если, пожелание собеседника меняется по сравнению с пожеланиями на предыдущем звонке. Другими словами повторный звонок  к объекту o является информационным, если до звонка объект o находился в ненастроенном состоянии.

1. фиксируем некоторый порядок << на элементах множества {x,y,z} например y<<x<<z.

2. обзваниваем участников в том порядке, в котором мы их упорядочили, при этом если очередной звонок является информационным и абонент не совпадает с y (с минимальным по порядку << участником), то прерываем цикл и начинаем процесс переговоров заново (начиная c y)

3. Процесс настройки заканчивается, когда либо последние разговоры со всеми участниками оказались неинформационными (кроме, быть может, последнего по порядку <<  -z), - в этом случае вы можете назначить день встречи, либо вы получили ровно те пожелания, которые были на предыдущих шагах(зацикливание) – вы отменяете встречу решив, что устроить приятную вечеринку не удастся .  

Следует иметь в виду, что для реальных задач определить факт конфликта интересов (он проявляется как зацикливание), как правило, не представляется возможным: представьте, что встреча может состояться не только в ближайшие выходные а в произвольный день (единственное ограничение: встреча может быть лишь при вашей нынешней жизни- в этом случае число возможных вариантов,  при выборе дня встречи, очень велико),   при этом  x не любит y, а проявляется это следующим образом: x всегда предлагает день, следующий за днем, который предложил y. 

Поэтому особый интерес представляет класс задач, в которых, действуя по стратегии Киссинджера, гарантировано, можно найти согласованное решение.   В настоящей работе приводится алгебраическая характеристика таких задач. В рамках задачи о вечеринке эта характеристика эквивалентна тому, что  все ваши знакомые "позитивно настроены"  (каждый либо безразличен либо рад встрече ).

В настоящем разделе никак  не аргументировалась корректность стратегии Киссинджера, этому посвящена вся оставшаяся часть работы.

3. Функциональные сети как представление множества взаимодействующих автоматов.

Далее будет дано определение функциональной сети (или просто сети), которое на интуитивном уровне сводится к следующему:  имеется граф, каждой вершине которого приписаны, во первых, функция (правило по которому надо вычислять состояние вершины по состояниям соседних вершин); во вторых, значение (текущее состояние вершины).

Вершина графа (сети) является настроенной, если применение правила, которое приписано вершине не изменяет приписанного вершине значения.

Настроенная сеть это сеть, в которой все вершины настроены, соответственно процесс настройки это последовательность настройки вершин (элементов) сети. 

Нам потребуется,  понятие конечного автомата, немного отличающееся от классического, поскольку классическое определение подразумевает, что у автомата ровно один вход. 

Приводимое далее определение совершенно аналогично понятию конечного  автомата над деревьями [6,7]. Говоря иначе, используемое далее  понятие конечной универсальной алгебры [2], практически ничем не отличается от понятия конечного  автомата над деревьями.  

В последующем изложении определения являющиеся стандартными (из стандартных курсов по логике, алгебре или теории автоматов) нумероваться не будут. 

Определение.  Пусть (:{1,2… }(S произвольная последовательность элементов множества S. Тогда 

· длинной последовательности  ( (обозначается length(()) называется мощность области определения (;

· последовательность ( называется конечной, если length(() натуральное число или 0;

  В настоящей статье ( всегда обозначает последовательность длинны 0 ( (:((S = (:((().


Множество всех конечных последовательностей с областью значений S (конечные последовательности (:{1,…}(S) обозначается S*

Замечание. Конечные последовательности (:{1,2…,n}(S иногда называют строками ( над алфавитом S, соответственно число length(() называется длинной строки (.

Определение.  Множеством функциональных символов называется множество F с определенным на нем отображением arn:F({0,1,2,…}, которое сопоставляет каждому элементуf(F- неотрицательное целое число – арность (число аргументов отображения).

Определение.  Универсальной алгеброй [2]называется  тройка A=(Q,F,(), где

Q – множество элементов алгебры, F-множество функциональных символов, 

(: F((Q*(Q) - интерпретация функциональных символов - отображение, определенное на множестве F, которое каждому f(F ставит в соответствие отображение ((f):Qarn(f)(Q, определенное над последовательностями длинны arn(f). 

В частности если для c(F arn(с)=0, то областью определения ((с) является множество, состоящее из единственного элемента ( - последовательность длины 0.

В последующем,  если  c(F и arn(с)=0, то для обозначения элемента алгебры ((с)(()(Q будем пользоваться записью ((с).  В дальнейшем мы будем пользоваться термином алгебра вместо термина универсальная алгебра.

Если Q- конечное множество, то алгебра называется конечной. 

В дальнейшем, когда это не будет вызывать недоразумений, мы часто будем опускать компоненту  ( в определении  алгебры, а для обозначения элемента x=((f)(x1,…,xn)(Q  писать f(x1,…,xn). 

Примеры. 

1. Возвращаясь к примеру с вечеринкой, рассмотрим алгебру party=({суббота,воскресенье,(},{"любит", "не любит"}), где 

  arn("любит")=arn("не любит")=1,"любит"( суббота)= "не любит"(воскресенье)=суббота и "любит"(()="не любит"(()="любит"( воскресенье) = "не любит"( суббота)= воскресенье. 
 На рисунке 1  алгебра  party представлен графа переходов конечного автомата (1 а) и в виде таблицы переходов конечного автомата (1б) . Состояниями автомата  (вершины графа )являются элементы алгебры,  а дуги помечены функциональными символами.  

рис 1 1 SET pict1 +0   
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  Алгебра party

a)





б)

	
	любит
	не любит

	(
	воскресенье
	воскресенье

	суббота
	суббота
	воскресенье

	воскресенье
	воскресенье
	суббота


Содержательно: если y "любит" x , то y назначает тот же день встречи, что и x, если x "не любит" y, то x назначает  день отличный от дня назначенного y.  При отсутствии информации о дне удобном для (не) любимого человека (значение () выбирается воскресенье. Приведенный пример поясняет близость понятий конечной алгебры и конечного автомата. В общем случае, пусть задан конечный автомат (Q,V,() с множеством состояний Q, множеством входных символов V и таблицей переходов ( : Q(V(Q (таблица переходов это функция, которая по текущему состоянию q(Q и текущему символу a(V вычисляет новое состояние q'=((q, a), в которое должен перейти автомат).    Рассмотрим конечную алгебру (Q,V,(), в которой все элементы V являются функциональными символами арности 1, а интерпретация ( задана следующим образом: для любого a(V ((a)(q)=((q,a). В построенной алгебре выполняется следующее соотношение:  значение выражения a1(a2…(an(q)…))  равно состоянию, в которое исходный автомат перейдет из состояния q по цепочке an…a2 a1.  Наоборот, по любой унарной (все функторы имеют арность 1)  конечной алгебре  (Q,F,(), можно построить соответствующий конечный автомат (Q,F, (), где таблица (диаграмма) переходов ( строится по ( следующим образом: если автомат находится в состоянии q(Q и на вход поступает символ f(F, то автомат переходит в состояние  ((f)(q) . 

2. Множество действительных чисел с обычными операциями сложения умножения и вычитания (но не деления) образует универсальную алгебру (D,{+,*,-}), (для того, чтобы рассматривать и операцию деления в терминах универсальных алгебр, необходимо расширить множество действительных чисел элементом "неопределенность").  

Определение 2.  Функциональной сетью (в дальнейшем просто сетью) называется четверка  G=(V, R, label, F) , где 

V- конечное множество – множество вершин, 

F – множество функциональных символов,

 label:V(F(V отображение, которое каждой вершине v(V ставит в соответствие либо функтор из F (таким образом вершина помечается некоторым функциональным символом f(F), либо саму вершину v (таким образом метка вершины v есть v) . 

R(V({1,2,…}(V-  множество дуг, помеченных натуральными числами , которое удовлетворяет следующим условиям:

· если (x,i,y)(R, то label(x)=f(F и i(arn(f) 

· если label(x)=f(F, то для любого i такого, что 1(i(arn(f) существует и единственна вершина y такая, что (x,i,y)(R  

Будем говорить, что дуга (x,i,y)(R выходит из вершины z(V, если x=z.

Будем говорить, что вершина x(V висячая, если в R нет дуг выходящих из x.

Таким образом, если из вершины x выходит N дуг, то вершине приписан некоторый функциональный символ f  арности N (label(x)=f(F и arn(f)=N), а  дуги выходящие из вершины x, помечаются различными числами от 1 до N.


Если же вершина x является висячей (если нет выходящих из x дуг), то либо label(x)=x либо label(x)=c(F и arn(c)=0

Число |{(x,i,y): (x,i,y)(R}| - число дуг выходящих из вершины x называется арностью вершины x и обозначается arn(x).

Пусть x(V  и arn(x)>0, тогда для i=1,…,arn(x)  x[i]  это такая однозначно определенная вершина, что (x,i,x[i])(R

В дальнейшем при задании сети G=(V, R, label, F) последняя компонента (множество функторов) иногда будет опускаться.

Пример   Сеть ({x},{(x,1,x),(x,2,x)}, {x(’+’}) , показанная на рис 2,  имеет одну вершину x  помеченную функциональным символом ‘+’  арности 2 и две разные  выходные дуги, ведущие в x  (arn(x)=2), при этом x[1]=x[2]=x.   Заметим, что в обычном ориентированном графе (не размеченном), который определяется как бинарное отношение на конечном множестве вершин, не бывает двух разных дуг, у которых совпадают как начальные, так и конечные вершины.  


рис. 2 2 SET pict2 +0   
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Определение 3.Пусть задана алгебра  A=(Q,F') . Будем говорить, что сеть G=(V,R, label,F) является сетью (автоматов) над A если F(F'.


рис. 3  Варианты взаимоотношений участников встречи3 SET pict3 +0   
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Примеры  

1. На рисунке 3  представлены сети над алгеброй party (алгебра party представлена на рисунке 1), которые отображают, например, следующие взаимоотношения между участниками вечеринки:

a) Мнение z не зависит от мнений x и y (oн/она никогда по субботам никуда не ездит), x  тоже не хочется нарушать субботу ("не любит"(()=воскресенье), еще больше x хотела бы встретиться с вами, но она ни в коем случае не хочет быть в одной компании с y (ей удобнее всего, день не удобный для y), y  готов нарушить все на свете ради встречи c x.

b) x придет на встречу только если там будет z, z только c y а y только c x.

c) у не хочет встречаться c z, x не придет, если будет y, а z придет, только если будет x. 

2. Сеть представленная на рис 2. является сетью автоматов над произвольной алгеброй содержащую двуместную операцию +

3. Сеть,  приведенная на рис 4, является сетью автоматов над произвольной алгеброй с одноместной операцией "не любит".

Определение 4.  Пусть  G=(V,R,label) – сеть автоматов над алгеброй A=(Q,F)

Состоянием сети G в A (или состоянием G) называется произвольное отображение f:V(Q из множества вершин графа G в множество элементов алгебры Q. Множество всех состояний сети G в A дальнейшем обозначается States(G,A).


Интуитивно, состояние сети,  это разметка вершин элементами алгебры. Таким образом, задать состояние сети означает,  задать разметку вершин конкретными  значениями.   

Определение 5.  Пусть задана сеть G=(V,R,label) над алгеброй A=(Q,F,()

Для каждой вершины  x(V определим  функциональные отношения 

(x (States(G,A)( States(G,A)  следующим образом.

  Для любых f,g(States(G,A) f(xg тогда и только тогда, когда для всех y(V\{x} g(y)=f(y) и выполняется одно из следующих условий:

· либо label(x)=x и f(x)=g(x);

· либо label(x)=c(F, arn(c)=0 и  g(x)=((c);

· либо label(x)=o(F, arn(o)=n>0 и g(x)= ((o)(f(x[1]),…,f(x[n])).


Содержательно отношение (x  отражает тот факт, что при выполнении элементарного шага настройки вершины x,  выполняются следующие действия.  Выполняется алгебраическая операции o, которая в качестве метки приписана вершине x (label(x)=o). В качестве аргументов операции o, используются значения, которые приписаны ближайшим к x вершинам (f(x[i]), i=1,..arn(x)). Результат выполнения операции o приписывается в качестве нового значения вершине x. 

Пример.  

1. Рассмотрим сети над алгеброй party представленные на рисунке 3  . Тройками <v1,v2,v3> , где vi({суббота, воскресенье,(}, будем обозначать такое состояние сети, когда x считает самым удобным днем встречи v1, y – v2 а z – v3. Тогда (v1,v2,v3) (x(v1',v2',v3') тогда и только тогда, когда v2=v2' , v3=v3' и  v1' это мнение x о дне вечеринки, которое x сообщает вам, после того как вы сообщили ему известную вам информацию о v2 и v3 .  Например, <(,(,(>(y <(,воскресенье,( > по определению алгебры party. Для схемы на рисунке 3 a. <воскресенье, воскресенье,(> (x<суббота, воскресенье,(>, поскольку x "не любит" у (по определению функции "не любит").

2. Рассмотрим сеть представленную на рисунке 2.  Обозначим через f(  состояние, в  котором единственной вершине x  приписано  значение (. Тогда (x={ (f(,f(): (=2*(}   ( f((f2*().  

Определение 6.0  SET tuned_node +0   
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  Пусть G=(V,R,label)  сеть над алгеброй A и f( States(G,A).

Вершина x(V называется согласованной (или настроенной) в состоянии f, если f(x g влечет f=g. 

Состояние f( States(G,A) называется согласованным, если любая вершина x(V согласована в состоянии f.

рис. 4 4 SET pict4 +0   
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. Простейшая не настраиваемая сеть

Примеры.

1. Сеть представленная на рисунке 3 a не имеет согласованных состояний (это пример не настраиваемой сети): вечеринку придется отменить. 

2. Сеть над алгеброй Party, представленная на рисунке 4 (вы хотите встретиться c женщиной, которая ни с кем не желает встречаться): самый простой пример   сети, не имеющей согласованных состояний.

3. Сеть представленная на рисунке 3 б имеет два согласованных состояния : <суббота, суббота, суббота > и <воскресенье, воскресенье, воскресенье> - если правильно провести переговоры, вы можете собраться все в любой день удобный для вас.

4. Сеть представленная на рисунке 3 в. имеет два согласованных состояния : <суббота, воскресенье, суббота> и  < воскресенье , суббота, воскресенье > - вечеринка может состояться только при отсутствии на ней y.

5. Если граф представленный на рис. 2,  рассматривать как сеть над алгеброй действительных чисел и + интерпретировать как операцию сложения, то состояние f0  является единственным согласованным состоянием сети.

6.  Если на рисунке 2 интерпретировать операцию + , как операцию взятия максимума (((+)= max:D(D(D), то для любого действительного числа (,   f( является согласованным состоянием.

Определение 7. Пусть G=(V,R,label) сеть над алгеброй A. 

Для любого множества s(V определим отношение (s= ({(x: x(s}( States(G,A)( States(G,A). Отношение (V  будем записывать в виде (.  

( Содержательно, f(g означает, что настроив какую-то вершину из состояния f можно перейти в g). 

Последовательность (:{1,2,…}(States(G,A) состояний  такую, что  ((i-1)(((i) для всех натуральных чисел i таких, что 1<i(length((), будем называть   настройкой G в A. Конечная настройка  ((( (length(()>0)  называется полной, если последнее состояние  ((length(()) является согласованным. 


Будем говорить, что настройка ( начинается c состояния f(States(G,A) если ((( и ((1)=f.

Примеры.

1. Для сети представленной на рис 4 последовательность <воскресенье>,<суббота>,<воскресенье>,<суббота>,… является настройкой.

2. Для сети представленной на рисунке 2 все настройки задаются последовательностями  вида f(,f2*(,f4*(,…. При (=0 любое  конечная настройка является полной.

Определение 8. Пусть G=(V,R,label) сеть над A. Если   x(V* последовательность вершин,  то настройкой по схеме x называется такая настройка   ( G в A, что length(()=length(x)+1 и для всех i: length(()>i(1 ((i)(x(i)((i+1) .

Примеры.

Рассмотрим схему на рисунке 3б и начальное состояние q0=<(,(,суббота>  ( вы позвонили z и z – согласился с вами, что лучше собраться в субботу, что бы не идти на службу с больной головой)

1. настройка по схеме  yxzyxzyxzyxz … , начинающаяся с  q0, имеет вид

<(,(, суббота>(y   <(,воскресенье, суббота >(x < суббота ,воскресенье, суббота >(z <суббота, воскресенье, воскресенье >(у < суббота, суббота, воскресенье >(x <воскресенье, суббота, воскресенье > (z <воскресенье, суббота, суббота >(у  <воскресенье, воскресенье, суббота>(x < суббота ,воскресенье, суббота >…

2. настройка по схеме  x y, начинающаяся с q0 , имеет вид 

       <(,(,суббота>(x< суббота, (,суббота>(y < суббота, суббота,суббота>

3.  настройка по схеме  yzx,  начинающаяся с q0,  имеет вид 

<(,(,суббота> (у <(, воскресенье,суббота>(z     <(, воскресенье, воскресенье >(x     < воскресенье, воскресенье, воскресенье >

Две последние настройки являются полными, а схема из первого примера является примером  неправильной стратегии настройки.

Определение 9.   Пусть G сеть над алгеброй A.

Состояние  f(States(G,A) называется настраиваемым,  если существует полная настройка (, начинающаяся с f .

Сеть G называется настраиваемой над A, если любое состояние f(States(G,A) является настраиваемым.

Алгебра  A называется устойчивой, если любая сеть над A  является настраиваемой.

Как было показано в последнем примере (вычисление по схеме yxzyxz) знание того факта, что сеть может быть настроена, не достаточно для  настройки  сети, необходимо также знать процедуру настройки (в какой последовательности необходимо настраивать элементы сети, для того, чтобы за конечное число шагов настроить всю сеть).  

В практических задачах  бывает так, что схема взаимодействий неизвестна (или известна не полностью), хотя априори предполагается, что она настраиваема.   Поэтому имеет смысл поставить следующую задачу: описать правильную  стратегию настройки в предположении,  что сеть настраиваема (как минимум надо не только объявлять, что стратегия, используемая в приведенном выше примере не эффективна, но и предложить правильную стратегию).  При этом в самой стратегии никак не должна использоваться информация ни о структуре сети, ни о функциях используемых узлами сети.

Далее более формально, нежели в предыдущем разделе (определение 1) сформулирована <<- стратегия Киссинджера. 

Определение 10. 0  SET chief_node +0   
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 Пусть G=(V,R,label)-сеть над  алгеброй A, << - линейный порядок << на множестве V и ConflictStates(States(G,A) - множество всех несогласованных состояний. Определим отображение chief_node: ConflictStates(V следующим образом: для любого не согласованного состояния f  chief_node(f) это минимальная по порядку << вершина не согласованная в f.

Произвольная настройка G в A (:{1,2,…}(States(G,A) называется << настройкой (или настройкой в соответствии << - стратегией Киссинджера),  если для любого i: 1<i(length(()  ((i-1) ( chief_node(((i-1))((i) .

Примеры.

В применении к задаче о вечеринке <<-стратегия , описана в предыдущем разделе.

Если  воспользоваться этой  стратегией  при  y<<x<<z, то для состояния q0=<(,(,суббота>  схемы, представленной на рис.  3  b (вы убедили z собраться в субботу) последовательность звонков   была бы y x  y  x  z .   

После чего вы бы приняли решение о сборе в субботу в полном составе (на рис. 1  представлена алгебра party, в соответствии с которой происходят изменения мнений участников вечеринки ):  (((,(,суббота) (y ((,воскресенье ,суббота) (x  

(суббота, воскресенье,  суббота) (y  (суббота, суббота, суббота) (x  (суббота, суббота, суббота) (z  (суббота, суббота, суббота) .

Если бы вы применили тот же алгоритм для сети, представленной на рисунке 3 a вы бы сделали следующие  звонки y x y x y x, после чего отменили бы встречу, поняв, что интересы x и y конфликтуют ((,(,()(y((,воскресенье,() (x 

(суббота, воскресенье,() (y(суббота, суббота,() (x (воскресенье,суббота,() (y (воскресенье, воскресенье,() (x(суббота, воскресенье,() (теорема 2).

Для сети, представленной на рисунке 3 в,  последовательность звонков в соответствии <<- стратегией (y<<x<<z) имеет вид  yxyzyx ((,(,()(y((, воскресенье,() (x (суббота,воскресенье,() (y(суббота,воскресенье ,() (z (суббота,воскресенье, суббота) (y (суббота,воскресенье, суббота) (x(суббота,воскресенье, суббота) и вы собираетесь в субботу без y.

Определение 11. Алгебра  A называется  регулярно устойчивой, если для любой  сети (V,R,label) над A и любым линейным порядком << на множестве вершин V,  любая << - настройка конечна.  

Оказывается, есть простая алгебраическая характеристика всех регулярно-устойчивых алгебр. Этой характеристике и посвящена настоящая работа. 


В рамках задачи о вечеринке регулярная устойчивость эквивалентна тому, что  все ваши знакомые "позитивно настроены"  (каждый либо безразличен, либо рад встрече).


Если пожелания гостей зависят более чем от одного человека (арность операций больше 1), то обнаружение конфликта интересов с помощью <<- стратегии (это возможно только при недоброжелательном отношении одних гостей к некоторым сочетаниям других), не означает невозможность настройки сети (соответствующий пример приведен в приложении). 


В оставшихся разделах исследуется область применимости стратегии Киссинджера и приводится формальное обоснование того, что предложенная стратегия работоспособна. 

4. Комбинаторные моноиды и комбинаторные автоматы.

В настоящем разделе приводится стандартное понятие комбинаторной полугруппы (комбинаторного моноида), которое существенным образом используется при описании множества регулярно-устойчивых алгебр. 


Класс регулярно- устойчивых алгебр аналогичен классу комбинаторных конечных автоматов(иногда комбинаторные автоматы называют звездно-свободными так как языки распознаваемые ими могут быть описаны без использования итерации) .

Определения.

· Полугруппой называется универсальная алгебра  M=(Q,{*}) такая, что arn(*)=2 и  при этом * является ассоциативной операцией:

x*(y*z)=(x*y)*z  (как обычно принято в полугруппах мы используем инфиксную форму записи : пишем x*y вместо *(x,y)). 

В дальнейшем при задании полугруппы мы будем указывать только первую компоненту.

· Моноидом называется полугруппа с единицей: c таким элементом I(Q, что для любого x(Q I*x=x*I=x.

· Группой называется такой моноид, что для любого элемента q(Q существует элемент q'(Q такой, что q*q'=q'*q=I.

· Группа называется  тривиальной, если она состоит из одного единственного элемента- единицы.

· Полугруппа M1=(Q1,{*},(1) является подполугруппой полугруппы M2=(Q2,{*},(2) если Q1(Q2 и  отображение (1 является сужением отображения (2(Q2(Q2(Q2- на Q1(Q1.

· Подполугруппа, которая является группой, называется подгруппой.

Следует обратить внимание, что единица подгруппы некоторого моноида не обязательно совпадает с единицей моноида.

· Моноид (полугруппа) называется комбинаторным (комбинаторной), если любая его (ее) подгруппа тривиальна.

Примеры.

1.
Пусть Q –множество  и  F((Q(Q) подмножество одноместных функций на Q замкнутое относительно суперпозиции, тогда   алгебра (F,{*}) где f1*f2(x)=f2(f1(x))  , является полугруппой, при этом, если тождественное отображение принадлежит F, то алгебра (F,{*}) является моноидом. 



В частности,   возвращаясь к задаче о вечеринке, можно рассмотреть  одноместные функции "любит" и "не любит" определенные на множестве {(,суббота, воскресенье}. На рисунке 1 приведена иллюстрация соответствующих отображений, оформленная в виде диаграммы переходов конечного автомата. 

Соответствующая полугруппа состоит из отображений "не любит", "любит", лн= "любит"*"не любит" (лн(x)= "не любит"(любит"(x))) и лл= "любит"*"любит" определенных на множестве {(,суббота,воскресенье} 

На рисунке  5 представлена таблица задающая полугрупповую операцию композиции на элементах полугруппы (читатели знакомые с полугруппами должны узнать egg-box- диаграмму) . 

	*
	любит
	лн
	не любит 
	нн

	любит
	любит
	лн
	лн 
	любит

	лн 
	лн 
	любит
	любит 
	лн 

	не любит
	не любит
	нн
	нн 
	не любит

	нн
	нн
	не любит
	не любит
	нн


рис. 5  Характеристическая полугруппа алгебры party5 SET pict5 +0   
5
 
5

Эта полугруппа содержит две нетривиальные подгруппы :  {любит,лн} (любит является единицей и лн'=лн) и  {не любит,нн}  - ( нн - единица подгруппы и "не любит"'="не любит") .

2.
Пусть задан конечный автомат (обычный традиционный конечный автомат) A=(Q,V,() с множеством состояний Q, входным алфавитом V и диаграммой переходов (:Q(V(Q.

Каждому символу a(V соответствует функция  aA на  Q  переводящая q в ((q,a). Замыкание множества этих функций относительно операции композиции образует полугруппу, которая называется характеристической полугруппой автомата. На рисунке 1 представлен конечный автомат, реализующий отображения "любит", "не любит"  из задачи о вечеринке, а на рисунке 5 представлена его характеристическая полугруппа.

Определение. Пусть A=(Q,V,() конечный автомат   (обычный конечный автомат, с множеством состояний Q и входным алфавитом V). Конечный автомат A называется комбинаторным,  если для любой строки ((V*, любого i>0 и любого состояния q,  из q((i q  следует    q(( q .  Другими словами, если из состояния q по строке ((…( автомат переходит в состояние q, то и по строке ( автомат переходит из q в q.

Пример.


Автомат представленный на рисунке 1 не является комбинаторным, так как воскресенье ("не любит" "не любит" воскресенье и в тоже время воскресенье ("не любит"суббота
В [3,4]  приведены доказательства следующих фактов 

1 Автомат является комбинаторным тогда и только тогда, когда его характеристческая полугруппа комбинаторна (поэтому, поскольку автомат на рисунке 1 не является комбинаторным, его характеристическая полугруппа содержит нетривиальные подгруппы).

2.
Автомат является   комбинаторным тогда и только тогда, когда существует такое n>0 , что для любой строки ( (V* , любого q(Q и любого i>0 справедливо равенство   ((q, (n+i )=((q,(n).

Последнее свойство можно переформулировать следующим образом.

Определим на состояниях конечного автомата A метрику ( следующим образом:

((q,q')=  
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3.     Конечный автомат является комбинаторным тогда и только тогда, когда любая последовательность вида x, ((x),((((x)),…(i(x),… является фундаментальной (последовательностью Коши) в метрике (.    


C помощью свойства 3  можно определить   понятие аналогичное понятию комбинаторного автомата, которое применимо к множеству функций на произвольном метрическом пространстве (например, на множестве действительных чисел).


Определение 12. 12  SET comb_def +0   
12
 
12
Пусть задано некоторое множество F функций (не обязательно непрерывных) в некотором метрическом пространстве  D  (F( D(D).  Будем говорить, что множество F – комбинаторно (универсальная алгебра (D,F)- комбинаторна) , если для любой функции  f являющейся суперпозицией некоторых функций множества F и для любого x(D последовательность x0=x, x1=f(x0),… xi+1=f(xi),…  является фундаментальной.
Определяемое в следующем разделе понятие комбинаторной алгебры имеет следующий аналог для отображений на метрических пространствах.  (Приводимое далее определение отличается от определения 12 только наличием функций от многих переменных). 

Определение 12'. Пусть F – некоторое множество отображений (от многих переменных), заданных на множестве D с метрикой. Множество F назовем комбинаторным (алгебру (D,F) назовем комбинаторной), если для любой функции f от одного переменного, являющейся суперпозицией отображений из F, и для любого элемента x(D,  последовательность x0=x,x1=f(x0), …, xi+1=f(xi),… является фундаментальной.


Следует отметить, что для функций многих переменных понятие суперпозиции требует уточнения (и почти весь следующий раздел  посвящен этому уточнению). Именно поэтому автор не решился присвоить предложенному выше определению  номер без штриха.

 
Самое замечательное в этой аналогии понятия комбинаторности с комбинаторностью множества отображений метрического пространства является следующее: для формулируемых в следующем разделе теорем о настройке сети конечных автоматов существуют аналогичные (и справедливые) утверждения о настройке сети, построенной из функциональных элементов, реализующих отображения  метрических пространств. Другими словами, для сетей над такими алгебрами, стратегия Киссинджера гарантировано приводит к согласованному состоянию. 


Для точной формулировки подобных утверждений требуется ряд дополнительных определений (например, необходимо понятие точности настройки), чего автор делать,  не намерен.


5 Характеристические моноиды и комбинаторные алгебры.

В настоящем разделе будет дано определение комбинаторной конечной алгебры (как обобщение понятия комбинаторного конечного автомата) и будет доказано, что множество комбинаторных алгебр совпадает с множеством регулярно устойчивых алгебр. 


Целью настоящего раздела являются формулировка двух теорем (в конце раздела), доказательство которых приведено в приложении.


Все определения предваряющие формулировку теорем  служат одной цели: определить понятие комбинаторной алгебры.  


Интуитивно, алгебра является комбинаторной, если для любого алгебраического выражения e (для любого терма), которое задает функцию fe от одной переменной и любого элемента алгебры x последовательность x0=x,x1=fe(x0),…, xi+1=fe(xi),…  имеет предел (в конечном случае множества фундаментальных и сходящихся последовательностей совпадают). 

Из вводимых далее определений, только определение 14 и, может быть, 13 могут претендовать на оригинальность. Все остальные (предваряющие определение 13) являются перепевами  совершенно стандартных начальных понятий из произвольного учебника по математической логике или универсальной алгебры.  Эти определения  служат только для того, что бы строго определить, что такое

· алгебраическое выражение от одной переменной ; 

· каким образом алгебраическому выражению от одной переменной ставится в соответствие отображение на элементах алгебры.

В результате, определяется отображение InterpretationA,1 , которое каждому алгебраическому выражению   от одной переменной ставит в соответствие функцию на элементах алгебры.

Например,  InterpretationA,1(x+x) это функция, переводящая произвольное число x в число  2x.

Читатель, не желающий тратить время на "эти мелочи" или считающий, что аргумент и значение отображения  InterpretationA,1  в приведенном выше примере совпадают, может сразу перейти к определению 13 . 

Определение .  

Пусть F- множество функциональных символов и V – произвольное множество (множество переменных) не пересекающееся с F.

Множеством  Terms(F,V)  термов над F и переменными V называется минимальное множество строк над алфавитом F(V({(,),,} удовлетворяющее следующим условиям:

V(Terms(F,V)

{f: f(F& arn(f)=0}( Terms(F,V)

если t1,…,tn( Terms(F,V), f(F и arn(f)=n, то f(t1,…,tn)( Terms(F,V)

Термы из множества Terms(F,() (выражения без переменных) называются основными.  

Определение .  Пусть (:V( Terms(F,V) – произвольное отображение из множества переменных в множество термов. Это отображение естественным образом расширяется до отображения (': Terms(F,V)( Terms(F,V) следующим образом:

При t(V ('(t)=((t);

При t(F и arn(t)=0  ('(t)=t
При t=f(t1,…,tn) ('(t)=f(('(t1),…,('(tn)). Это отображение называется (- подстановкой.

В дальнейшем   значение (- подстановки  от терма  t обозначается ((t),  а любое отображение (:V(Terms(F,V) будет называться подстановкой.

Подстановка (: V( Terms(F,V) и соответствующая (-подстановка Terms(F,V)( Terms(F,V)   называются основными, если для любой переменной x(V ((x)(Terms(F,() – основной терм.

Определение .  Пусть  A=(Q,F,() –алгебра.  Определим отображение InterpretationA,0 :  Terms(F,()(Q следующим образом:

Если t=c({f: f(F& arn(f)=0}, то InterpretationA,0(t)= ((с)(() ((- строка длинны 0).

Eсли t= f(t1,…,tn), то InterpretationA,0(t)= ((f)( InterpretationA,0(t1),…, InterpretationA,0(tn)).

Определение .  Пусть  A=(Q,F,() –алгебра.  Алгебра A называется  выразимой, если существует отображение constant:Q(Terms(F,() из множества элементов алгебры в основные термы такое, что для любого элемента алгебры q(Q InterpretationA,0(constant(q))=q   (другими словами, выразимая алгебра это алгебра, каждый элемент которой может быть задан некоторым алгебраическим выражением без переменных – основным термом ).


В дальнейшем мы всегда будем рассматривать только выразимые алгебры . 

Замечания. 

1. C точки зрения задачи настройки сетей ограничение класса рассматриваемых алгебр до выразимых нисколько не затрагивает общности результата: если какой-либо элемент q(Q алгебры (Q,F)  не может быть выражен через элементы алгебры участвующие в начальной состоянии сети, то поведение сети над алгеброй (Q\{q},F) не отличается от поведения сети над алгеброй (Q,F).

2. Любою алгебру  A=(Q,F,()  можно сделать выразимой,  добавив функциональные символы {Cq : q(Q} такие, что arn(Cq)=0 и  ((Сq)={(}({q}. 

Определение.   Пусть задана выразимая алгебра A=(Q,F,() . Определим отображение    InterpretationA,1 :Terms(F,{x})\Terms(F,()((Q(Q)   следующим образом.  Для любого     t( Terms(F,{x})\Terms(F,()     InterpretationA,1(t) это такая функция  f: Q(Q, что для любого q(Q f(q)=InterpretationA,0((q(t)),  где   (q:{x}({ constant(q)}  подстановка переводящая x в constant(q) . 

Определение 13. 13  SET characteristic_monoid +0   
13
 
13
 Пусть задана алгебра A=(Q,F,() . Рассмотрим множество отображений M= {InterpretationA,1(t): t( Terms(F,{x})\Terms(F,()}. Это множество образует моноид , относительно операции суперпозиции функций, при этом тождественная функция (равная InterpretationA,1(x)) , является единицей моноида. Этот моноид будем называть характеристическим моноидом алгебры A.

Определение 14. 14  SET combinator_alg +0   
14
 
14
Алгебра называется комбинаторной, если ее характеристический моноид является комбинаторным моноидом.

Теорема 1. Любая комбинаторная алгебра является устойчивой.

Доказательство теоремы приведено в приложении. 

Утверждение обратное к теореме 1 не верно (пример приведен в приложении).

Зато верна 

Теорема 2. Класс регулярно устойчивых алгебр совпадает с классом комбинаторных алгебр.

Заключение

В работе определен класс автоматов, обеспечивающих возможность настройки  любой сети построенных из них, и приведен алгоритм настройки.

 Следует отметить, что алгоритм настройки  един для всех комбинаторных алгебр и, следовательно, является хорошим эвристическим методом для настройки  сети над произвольными автоматами (не обязательно комбинаторными и не обязательно конечными).

Последнее означает, что стратегию настройки, используемую для сети над устойчивой алгеброй, имеет смысл применять в любом случае: даже в случае, когда не известны ни  правила поведение компонентов  сети ни сама структура сети.

 В работе не исследовался вопрос о возможности получения всех возможных согласованных состояний достижимых из заданного.  В частности,  не известен ответ на следующий вопрос: Пусть задана комбинаторная алгебра A  и сеть G над A. Какие ограничения надо наложить на A либо на G что бы с помощью  стратегии Киссинджера, меняя порядок << (порядок обхода вершин), можно получить все достижимые согласованные состояния.


Еще одно направление связано со способами задания комбинаторных алгебр (это становится необходимым при построении систем имитационного моделирования, либо при реализации управления с помощью сети взаимодействующих автоматов). Известно, что, ограничивая  язык монадических теорий с одним отношением следования[5] до языка первого порядка, мы получаем язык,  на котором описываются все комбинаторные автоматы (все унарные комбинаторные алгебры)  и только они[5]. Кажется весьма правдоподобным, что, ограничивая язык монадических теорий со многими отношениями следования [6,7] до языка первого порядка, мы получим средство задания произвольных комбинаторных алгебр и никаких других.  


Следующий вопрос, наверное, сложен: имеется алгебра (не обязательно конечная), такая, что для любого алгебраического выражения f от одной переменной и любого элемента x   равенство f(…f(x)…) =x влечет равенство f(x)=x (смотри определение комбинаторного конечного автомата). Всегда ли можно так определить метрику на элементах алгебры, что бы все последовательности вида x,f(x),f(f(x)),…  были фундаментальными (в этом случае стратегия Киссинджера работает).

Приложение.

Для доказательства сформулированных в работе утверждений нам понадобятся дополнительные определения. 

Ближайшая цель: доказать лемму 1 (основную лемму), из которой следует, что любая комбинаторная алгебра регулярно устойчива (доказательство леммы 2, из которой следует обратное утверждение,  не требует знания аппарата излагаемого ниже).  

Определение. Пусть (:V(Terms(F,V)  и (':V(Terms(F,V) подстановки. Композицией подстановок ( и (' называется подстановка (*(': V(Terms(F,V)  и (':V(Terms(F,V) такая, что для любой переменной x(V ((*(')(x)=('(((x)). В дальнейшем композиция (*(' будет изображаться следующим образом ('(().

Утверждение. Пусть (,(',("- подстановки. Тогда для любого терма t (((('))(t)=((('(t)) и (((('))((")=((('((")).

Без доказательства [2]* (все ссылки помеченные * означают, что соответствующий факт быстрее доказать, чем прочитать доказательство).

Замечания. 

1. Таким образом, множество всех подстановок V(Terms(F,V) образуют некоторый моноид Subs(F,V) единицей которого является тождественная подстановка.

2. Поскольку (((('))((")=((('((")), то в дальнейшем скобки при записи длинных композиций  подстановок будут опускаться.

Стандартные определения и свойства, предваряющие определение 15 служат одной цели определить, что означает понятие равенства алгебраических выражений и подстановок в алгебре. 

Определение  Пусть A=(Q,F)- алгебра. Будем говорить, что термы t1,t2(Terms(F,V) равны в алгебре A (обозначается t1(At2, если для любой основной подстановки (:V( Terms(F,()  InterpretationA,0(((t1))= InterpretationA,0(((t2)). 

Утверждение. Пусть A- алгебра и V множество переменных. Тогда отношение (A( Terms(F,V)( Terms(F,V) является отношением эквивалентности на множестве термов.

Без доказательства ([2]*). 

Определение. Будем говорить, что подстановки (:V(Terms(F,V) и (':V( Terms(F,V) равны в алгебре А (обозначается ((A('), если для любой переменной x(V ((x) (A ('(x). 

Утверждение. Пусть A- алгебра и V множество переменных. Тогда отношение (A( V(Terms(F,V)(V( Terms(F,V) является отношением эквивалентности на множестве подстановок.

Без доказательства ([2]*). 

Утверждение. Пусть A=(Q,F)- алгебра, t,t'(Terms(F,V) термы и (,(' (V(Terms(F,V) – подстановки такие, что t(A t'  и ((A('. Тогда ((t) (A ('(t'). 

Без доказательства ([2]*).
Утверждение. Пусть A=(Q,F)- алгебра, (,(',(,(' (V(Terms(F,V) – подстановки такие, что ((A(' и ((A ('  и. Тогда ((() (A ('(('). 

Без доказательства ([2]*).
Замечание.
Таким образом, алгебре A=(Q,F) соответствует моноид Subs(F,V)/(A ( гомоморфный образ Subs(F,V)), который является фактором Subs(F,V) по конгруэнции (A.  


рис. 6 6 SET proof +0   
6
 
6
   Схема доказательства основной леммы.
На рис Ошибка! Источник ссылки не найден. представлена схема доказательства основной леммы.

Определение 15. 15  SET idempotent +0   
15
 
15
Подстановка (:V( Terms(F,V)  называется устойчивой над алгеброй A=(Q,F) если ((A(((). (таким образом, устойчивые подстановки это идемпотенты моноида Subs(F,V)/(A).

Устойчивые подстановки будут играть ключевую роль при доказательстве основной леммы. Вплоть до определения 17 изложение будет посвящено свойствам устойчивых подстановок в произвольной алгебре (предварительно будет введена нотация для обозначения некоторых специальных подстановок и термов). 
Определение. Ядром подстановки (:V(Terms(F,V)  называется множество kernel(()={x:x(V &((x)(x} (в частности, ядро тождественной подстановки – пустое множество). 

Обозначение. В дальнейшем любое множество S  пар вида x(t, где x(V ,  t(Terms(F,V) такое, что {x(t,x(t'}(S , влечет t=t'  может быть использовано для обозначения такой   подстановки (S:V(Terms(F,V), что kernel(()({x:x(t(S} и для любой пары x(t(S ((x)=t.   Например, {x(t} обозначение для такой подстановки (:V(Terms(F,V), что ((x)=t  и для любого y(V\{x} ((y)=y.

В следующих определениях вводится обозначение (n  для подстановки ((…( (n раз) и tx,n для  терма  {x(t}n(x). 

Определение  16. 16  SET subs_power +0   
16
 
16
Пусть subs(F,V) множество подстановок из V в Terms(F,V) определим отображение power: subs(F,V)({0,1,…}( subs(F,V) следующим образом 

power((,0) это тождественная подстановка: power((,0)(x)=x для всех x(V;

power((,n+1)(x)=((power((,n)).


В дальнейшем если (( subs(F,V), то power((,n) будет обозначаться (n .


Кроме того терм {x(t}n(x) где  x- переменная (напомним {x(t}- подстановка, переводящая x в t и оставляющая остальные переменные на месте), будет в дальнейшем обозначаться  tx,n. 

Примеры. 

1. Если  x(vars(t) (если терм  t не содержит переменной x), то при всех n>0 tx,n=t  . 

2. Еcли t=x (если терм является переменной), то при всех n(0  tx,n =x.

Утверждение 1. 1 SET idempotent_prop +0   
1
 
1
 Пусть A=(Q,F) алгебра и (:V(Terms(F,V) устойчивая в A подстановка. Тогда для любых  x(V\kernel(()   и t(Terms(F,V)
 ((( {x(t}(()))({x(((t)}(().

Доказательство.

Пусть y(V . Докажем, что  (( {x(t}(((y)))= {x(((t)}(((y)).  

Если x=y, то ((x)=x и доказываемое равенство сводится к тождеству ((t)=((t).

Пусть y(x, и (=((y)  если x(vars((), то ((( {x(t}(()))(y)=((()(y) и {x(((t)}(()(y)=((y).

Пусть x(vars((), далее индукцией по длине терма ( будем доказывать, что 



(( {x(t}(()({x(((t)}((). 

Базис. (=x. В этом случае (( {x(t}(())=((t) и   {x(((t)}(()=((t).

Шаг индукции (=f(t1,…,tn) и (( {x(t}(ti)({x(((t)}(ti). Рассмотрим подстановки (={xi((( {x(t}(ti):i=1,…n} и ('= {{xi(((t)}(ti):i=1,…n}. По индуктивному предположению ((('. 

Значит и ((f(x1,…,xn))(('(f(x1,…,xn)). Но ((f(x1,…,xn))= (( {x(t}(()) а ('(f(x1,…,xn))= {x(((t)}(().

Конец доказательства.

Утверждение 2. 2  SET powerIdemp_prop0 +0   
2
 
2
 Пусть A=(Q,F) алгебра и (: V(Terms(F,V) устойчивая в A подстановка. Тогда для любых x(V\kernel(() , t(  Terms(F,V) и n>0      ((((t)x,n) (A ((t)x,n.

Доказательство.


Проведем индукцию по n.

При n=1 (как и при x(vars(((t))) утверждение следует из тождества (2 (A(.

Пусть при показателе степени n-1 тождество верно. 

Тогда ((((t)x,n)=(({x(((t)}(((t)x,n-1))=

(( {x(((t)}) (((t)x,n-1)( //по индуктивному предположению
(( {x(((t)}) (((((t)x,n-1))( // свойство 1
{x((2(t)}(((((t)x,n-1)) (//по индуктивному предположению

{x(((t)} (((t)x,n-1)= ((t)x,n. 

Доказательство закончено.

Утверждение 3. 3  SET powerIdemp_prop +0   
3
 
3
 Пусть A=(Q,F) алгебра и  (: V(Terms(F,V) устойчивая в A подстановка. Тогда для любых x(V\kernel((), t(Terms(F,V) и n(0      (x(((t)x,n)( (A ((({x(t}))n(.

Доказательство.

 Проведем индукцию по n.

При n=0 утверждение  тривиально : (x(x) =(({x(t})0.

(({x(t})n(= ({x(t}(({x(t})n-1(=({x(t}( ({x(t}()n-1(A // утверждение 1
{x(((t)}( ({x(t}()n-1= {x(((t)} (({x(t})n-1( (A // по индуктивному предположению

{x(((t)}{x(((t)x,n-1}(={x(((t)x,n}(
Конец доказательства.

В последующих определениях вводится понятие системы уравнений, понятие решения системы уравнений как подстановка на множестве переменных. Все определения почти стандартны, за тем исключением, что все уравнения имеют специальный вид: "переменная"= "выражение". Кроме того, накладывается следующее ограничение: у различных уравнений системы должны быть различные левые части.  

Определение 17.17  SET equations +0   
17
 
17
Множеством уравнений над множеством переменных V и множеством функциональных символов F называется множество equations(F,V) всех пар вида x=t, где  x(V – переменная, а  t(Terms(F,V) (equations(F,V)={x=t:x(V&t(Terms(F,V)}).

Определение. Определим отображение vars: Terms(F,V)(2V следующим образом: 

Если t(V, то vars(t)={t}; 

Eсли t(F  (а значит arn(t)=0), то vars(t)=(;

Если t=f(t1,…,tn) то vars(t)= vars(t1)(…(vars(tn)

   Содержательно vars(t) это множество всех переменных, присутствующих в записи t.

Определение 18.
18  SET vars_def +0   
18
 
18
Расширим отображение vars: Terms(F,V)(2V  до отображения из Terms(F,V)( equations(F,V) в 2V  следующим образом: для любого уравнения x=t  vars(x=t)={x}(vars(t).

Определение 19.19  SET systems +0   
19
 
19
 Любое множество  s( equations(F,V) уравнений такое, что из x=t(s и x=t'( s следует t=t’  назовем системой уравнений над переменными из V и функциональными символами из F. Множество всех систем уравнений над переменными из V и функциональными символами из F будем обозначать через Systems(F,V)

Определение 20. Расширим отображение vars: Terms(F,V)( equations(F,V)(2V  (определение 18) до отображения из Terms(F,V)( equations(F,V)(Systems(F,V) в 2V следующим образом: для любой системы s( Systems(F,V)
 vars(s)=({ Vars(u):u(s}.

Определение 21. 21  SET bound_vars +0   
21
 
21
Определим отображение boundVars: Systems(F,V)(2V следующим образом boundVars(s)={x:x=((s}.
Определение 22. 22  SET solutions +0   
22
 
22
 Пусть A=(Q,F)- алгебра. Подстановка (:V( Terms(F,V) называется решением уравнения x=t( equations(F,V)  в  алгебре A если ((x) (A((t). 


Решение (:V(Terms(F,V) уравнения x=t( equations(F,V)  называется свободным, если kernel(()({x}.

Подстановка (:vars(s)(Terms(F, vars(s)) называется решением системы s( Systems(F,V)  в  алгебре A, если для любого уравнения u(s эта подстановка является решением. 


Решение (:V(Terms(F,V) системы s( Systems(F,V) в A называется свободным, если  kernel(()(boundVars(s).

(В частности, существует единственное свободное решение пустой системы – тождественная подстановка) 


Решение (:V(Terms(F,V) системы s( Systems(F,V) в A называется устойчивым, если ( - устойчивая подстановка.

Далее определяется понятие характеристической системы уравнений для сети. Определение 23. 23  SET system +0   
23
 
23
 Характеристической системой уравнений для сети G=(V,R,label,F) называется система уравнений system(G)(Systems(F,V) такая, что systеm(G)= {x=f(x[1],….x[arn(x)]): x(V& arn(x)>0&label(x)=f}( {x=c: x(V&label(x)=c(F & arn(c)=0}.

Примеры. 

· Для сети представленной на рис 4. Характеристическая система состоит из одного уравнения: x="не любит"(x)

· Для сети представленной на рис 3 a. Характеристическая система состоит из двух уравнений:  {x="не любит"(y), y="любит"(x)}

· Для сети представленной на рис 3 б. Характеристическая система состоит из трех уравнений: {x="любит"(z), y="любит"(x),z="любит"(y)}

Определение 24. 24  SET represent_subs +0   
24
 
24
 Пусть сеть  G=(V,R,label)- сеть над алгеброй A=(Q,F,()  и f(States(G,A). Представляющей подстановкой для состояния  f(States(G,A) ( или f-представляющей подстановкой) будем называть такую подстановку (:V(Terms(F,(), что для любого x(V ((x)=constant(f(x)). 

Утверждение. 4. 4  SET step +0   
4
 
4
 Пусть G=(V,R,label)- сеть над алгеброй A=(Q,F,()  x=((system(G) и f,g(States(G,A) такие состояния, что f(xg.  Тогда  для подстановок (g и (f  таких, что  (g – g- представляющая подстановка а (f  f-представляющая подстановка справедливо тождество (g(A (f {x((}.

Доказательство.

Надо доказать, что для любого y(V g(y)= InterpretationA,0((f{x((}(y)).

Если y(V\{x}, f(y)=g(y) (по определению  (x) и ({x((}(y)=((y). Но ((y)= constant(f(y)), следовательно, g(y)= InterpretationA,0((f{x((}(y)).

Докажем, что g(x)= InterpretationA,0((f{x((}(x)).

Поскольку (f{x((}(x)=(f((), достаточно доказать  равенство g(x)= InterpretationA,0((f(()).

Пусть label(x)=o.  Поскольку x=((system(G), то, по определению system,  o(F.

Если arn(o)=0, то (=o(F (o- константа) и следовательно (f(o)=o. Тогда, по определению    (x ,  g(x)=((o)(()= InterpretationA,0(o)= InterpretationA,0((f(o)).

Пусть arn(o)=n>0 тогда (=o(x[1],…,x[n]) и (f(()= o((f(x[1]),…,(f(x[n])). Поскольку (f(x[i])=constant(f(x[i])), то  InterpretationA,0 ((f(())=InterpretationA,0(o((f(x[1]),…, (f(x[n])))=((o)(f(x[1]),…,f(x[n])). В тоже время по определению (x   g(x)=((o)(f(x[1]),…,f(x[n])) 

Утверждение доказано.

Следующее определение связывает понятие настройки по <<-стратегии с решением системы уравнений. 

Определение 25.25  SET realizing_order +0   
25
 
25
 Пусть G=(V,R,label)- сеть над алгеброй A=(Q,F), << некоторый линейный порядок  на V и (:V(Terms(F,V) решение system(G) в A.

Будем говорить,  что порядок <<  реализует решение ( (или что <<- настройка реализует  решение () в G,  если для любого  начального состояния сети  fstart:V(Q существует начинающаяся с fstart (States(G,A) полная настройка (  , такая, что  (end( (start (, где  (start  это fstart -представляющая подстановка а (end - ((length(())- представляющая подстановка. 

Приводимое далее определение описывает, каким образом можно упростить сеть (это понадобится для проведения индукции в основной лемме ). 

Определение 26.26  SET reduction +0   
26
 
26
 Будем говорить, что сеть  G'=(V,R',label',F)  получается из сети G=(V,R,label,F) изолированием вершины x(V, если  R' и label' удовлетворяют следующим условиям:

· R'= {(q,i,p): (q,i,p)(R& q(x};

· label'(x)=x и для всех y(V\{x} label'(y)=label(y).

  В дальнейшем сеть, получающаяся из G изолированием вершины x, обозначается  reduction(x,G).

Из определения характеристической системы уравнений для сети (определение 23) следует справедливость следующего утверждения

Утверждение 5. 5  SET reduction_prop +0   
5
 
5
 Пусть G=(V,R,label) сеть с характеристической системой s=system(G) , x(V и s'= system(reduction(х,G)), тогда выполняется ровно одно из следующих условий:

либо s=s'  и s не содержит уравнений вида x=t 

либо s содержит ровно одно уравнение вида x=t,s'=s\{x=t}. 
(без доказательства)

Далее, вплоть до основной леммы, изучаются свойства специфичные для комбинаторных алгебр. 

Утверждение 6.6  SET power_comb +0   
6
 
6
 Пусть A=(Q,F) комбинаторная алгебра и Q((. Тогда для любых t(Terms(F,V) , x(V и n>|Q| tx,n( tx,|Q|.
Доказательство.

Если x(vars(t), то tx,|Q| = tx,|Q|+m=t ( |Q|(0) и утверждение справедливо тривиальным образом.


Пусть x(vars(t) и vars(t)\{x}=W ={y1,…,ym}, |W|=m.  Достаточно доказать, что для любых q1,…qm(Q любой подстановки (={yi(constant(qi):i({1,…m}} InterpretationA,1( ((tx,|Q| ))= InterpretationA,1( ((tx,|Q|+1 )).  Пусть f= InterpretationA,1(((t)):Q(Q. Нам надо доказать, что для любого q(Q f|Q|(q)=f|Q|+1(q).


Поскольку A комбинаторная алгебра, то для любого q(Q существует минимальное  n(q)({1,..} такое, что для всех n> n(q)  fn(q)= fn(q)(q).  Поскольку |{fi(q):i({1,…,|Q|+1}}|<|Q|+1, то  n(q)<|Q|+1.

Конец доказательства.

Утверждение 7. 7  SET comb_solution +0   
7
 
7
 Пусть A=(Q,F) комбинаторная алгебра, x=(( equations(F,V)  и (:V(Terms(F,V) свободное решение системы s( Systems(F,V)  в A. Тогда если множество s'=s({x=(}( Systems(F,V) (если s' является системой уравнений c разными левыми частями),  то подстановка ('=({x((((())x,|Q|} (()) является  свободным решением s'. При этом если (- устойчивое решение s, то (' - устойчивое решение s'

Доказательство.

Обозначим  (={ x((((())x,|Q|} и (= (((). 


Поскольку из t"(At' следует ((t) (A ((t') для любой подстановки ( , то для любого уравнения y=t(s   подстановка ( является решением:

  ( (y)= (( ((y)) (A( ( ((t))= ( (t).

Осталось доказать, что ((x) (A ( (().

Пусть t=( ((), тогда  ((x)= tx,|Q|   ((()=tx,|Q|+1 и, следовательно,  в силу утверждения 6, ((x)(A((().


Пусть ( устойчивое решение s, докажем, что  (  устойчивое решение  s'.

 Для этого достаточно доказать, что для любой переменной у(boundVars(s') ((y)(A((((y)).

То, что    ( (x) (A (2 (x) , поскольку (n(x)= (( (())x,|Q|*n     следует из утверждения 6  (это равенство не зависит от устойчивости ().


Пусть y( boundVars(s')\{x}= boundVars(s) докажем, что  ((y)(A(2(y).  

Мы докажем, что   ((( (())(((()  (из этого тождества следует ((( (((()))(((((()) а значит поскольку  ((()((  и требуемое тождество)

Пусть y(V произвольная переменная.  Если  y(x, то  ((()(y)=((y)  а значит и ((((())(y)=((()(y).  Докажем, что ((((())(x)(((()(x).  Поскольку x(kernel((), то ((()(x)=((x).  

Осталось доказать, что ((((())(x)( ((x).  

Действительно ((x)= (((())x,|Q|  а, согласно утверждению 2, ((((t)x,n) (A ((t)x,n при всех n>0, следовательно (((())(x) (A((x). В тоже время,  в силу утверждения 6, (2(x) (A((x) . Следовательно ((((())(x)( ((x).

Конец доказательства.

Лемма 1 (Основная лемма).  Пусть G =(V,R,label) сеть над комбинаторной алгеброй A=(Q,F). Тогда любой   линейный порядок  << на V реализует некоторое устойчивое свободное решение системы system(G) над A.

Доказательство. На протяжении доказательства Nat={1,2,…} – множество натуральных чисел.

Пусть x(V максимальная по порядку << вершина  и ((( непустая << - настройка сети G в A такая, что либо ( -бесконечная последовательность, либо ( полная настройка, либо chief_node(((length(())(x (смотри определение 1   << стратегии).  

Пусть 

M(={i: chief_node(((i))=x&i(Nat&i(length(()}( M( это множество номеров шагов, на которых настраивается вершина x) и 

((={i:i( |M(|& i( Nat} (если M(- конечное множество, то  ((={1,…,| M( |},  а если  бесконечное, то  ((=Nat).

Определим отображение member(: (((M( следующим образом: для любого j(((  
member((j)= |{i:i(k&i(M(}|  (member((j) это j-ый, по порядку <, элемент в M(). 

Определим последовательности 

((:(((States(G,A), ((:(((States(G,A),((:((((V(Terms(F,()) и ((:((((V(Terms(F,()) следующим образом. Для любого i(((  

(((i)= ((member((i)),

 (((i)= ((member((i)+1),

(((i) это (((i)- представляющая подстановка,

(((i) это (((i)-представляющая подстановка.  

Если представить ( в виде последовательности  (= (1 (((1) (2 (((2) … (i (((i) …,  то ((  это подпоследовательность из таких состояний (((i), в которых  единственной не согласованной вершиной является x, а (i -    настройки на множестве V\{x} (может быть пустые). Соответственно (((i) это первое состояние настройки (i+1….

Далее доказательство проведем индукцией по числу n уравнений в системе s= system(G). 

Базис . (n=0). Если s=(, то все вершины висячие и label(x)=x(F для всех x(V. В этом случае неподвижная подстановка является свободным решением, и << порядок ее реализует ( << - настройка имеет длину 1).

Шаг индукции. Пусть s= {x=(}(s' где x максимальный по порядку << элемент и s'=system(reduction(х,G)). 

Согласно индуктивному предположению, существует устойчивое свободное решение (' системы s' в A, которую реализует порядок << в схеме reduction(х,G).


Пусть через (:V(Terms(F,V) подстановка равная  {x(('(()x,|Q|}((').    Согласно утверждению 7, подстановка ( является устойчивым свободным решением s в A.


Докажем, что << реализует ( в G. Пусть fstart (States(G,A)  и (start  -  fstart -представляющая подстановка. 
 

Поскольку по индуктивному предположению существует начинающаяся с fstart полная << настройка  сети reduction(х,G) , то возможны следующие варианты:

1. Существует начинающаяся  c fstart полная  << настройка ( сети G,  для которой M(=(.

2. Существует начинающаяся  c fstart полная  << настройка ( сети G,  для которой M(  является не пустым конечным множеством.

3. Не существует начинающейся  c fstart полной << настройки сети G: M( - счетное множество.

Рассмотрим случай 1. Пусть (end  (( length(())- представляющая подстановка.

Докажем, что в рассматриваемом случае  (end  ((start (((y)).

Сначала убедимся, что (end  ((start ('.

Поскольку ( является одновременно << настройкой сети reduction(х,G), то по индуктивному предположению, для всех y( V\{x})   ((length(())(y)= InterpretationA,0((start (('(y))), а поскольку  ('(x)=x и (start(x)= ((length(())(x), то и   ((length(())(x)= InterpretationA,0((start (('(x))). 

Следовательно, (end  ((start (', а поскольку (' устойчивая подстановка, то  (end((start('((start ('('.

Поскольку ((length(())(x)- настроенное состояние, то  ((length(())(x)(x((length(())(x). Следовательно, по утверждению 4, (end((end{x((}  .  

Таким образом, (start ('((start ('(' ((start ('({x((})(' .  Применяя над (start (',   |Q| раз последнюю  цепочку преобразований получим  (end((start(('({x((}))|Q|(' . 

В силу утверждения 3, (('({x((}))|Q|(' ((x(('(()x,|Q|)('=(.
Таким образом, (end( (start (().

Рассмотрим случай 2.  Пусть fend  =((length(()) последнее состояние (согласованное) полной <<-настройки (, (end  -fend представляющая подстановка и n=|M(|(Nat. 

В дальнейшем мы будем пользоваться сокращениями (i,(i , (i  и (i   для обозначения соответственно  (((i),(((i), (((i) и (((i).

Докажем, что (end ((start(().

Согласно индуктивному предположению, выполняются тождества (i ((i-1 (' при i({2,…,n} и (1( (start (' , а согласно утверждению 4, (i ((i {x((}.  Таким образом,    (i((i-1 ('{x((},  при i({2,…,n}, и (1((start ('{x((}. Следовательно, (i ((start (('{x((})i при i({1,…,n}.

Таким образом, (n((start (('{x((})n . 

По индуктивному предположению (end((n ('.  Причем  <<-настройка, начинающаяся с (n, ни разу не изменяет вершину x. Этот вариант настройки рассматривался при разборе случая 1, и было доказано, что  (end((n {x(('(()x,|Q|}(' . Но (n {x(('(()x,|Q|}('  ( (n(('{x((})|Q|(' (по утверждению 3).

  Таким образом,  (end((start (('{x((})n+|Q|('( //по утверждению 3 

 (start {x(('(()x,n+|Q|}(' . Согласно утверждению  6, ('(()x,n+|Q|(('(()x,|Q| , а значит,  (end((start{x(('(()x,|Q|}('((start (.

Рассмотрим случай 3. В этом случае существует начинающаяся c fstart бесконечная << настройка (.  По предположению индукции любая  V\{x} – настройка конечна, поэтому для ( множество M( бесконечно, а значит и последовательности  (( , (( бесконечны. 

Как и в рассмотрении случая 2, будем пользоваться сокращениями (i ,(i , (i ,(i   для обозначения соответственно  (((i),(((i), (((i), (((i).

Как было доказано при рассмотрении случая 2 (i ((start (('{x((})i  и по индуктивному предположению  (i+1 ((i (' . Следовательно 

(i((start (('{x((})i(' . В частности (|Q|+1((start (('{x((})|Q|+1('(//по утверждению 3 (start{x(('(()x,|Q|+1}('(//по утверждению 6
(start{x(('(()x,|Q|}('((|Q|  .  Из (|Q|+1((|Q| следует (|Q|(x)= (|Q|+1(x) (поскольку (i(x)= InterpretationA,0((i(x))). Но по определению ( и ( (i (x)=(i+1(x) при всех i. Следовательно, (|Q|(x)= (|Q|(x). Последнее равенство противоречит определению << - настройки. Заключаем, что случай 3 невозможен. 

Доказательство закончено.

Как прямое следствие доказанной леммы, получаем доказательство Теоремы 1: любая комбинаторная алгебра является регулярно-устойчивой.

Прежде, чем привести пример не комбинаторной, но устойчивой алгебры  (такой, что любую схему над ней можно настроить) приведем еще одно стандартное определение. 

Определение. Определим отображение  subterms: Terms(F,V)(2Terms(F,V) индукцией по длине терма следующим образом: для любого t( Terms(F,V)  subterms(t)  это минимальное множество s, которое удовлетворяет следующим условиям:

· t(s ;

· если t=f(t1,…,tn), то (subterms(t1)(…(subterms(tn))(s.

Следующий пример  демонстрирует тот факт, что существуют устойчивые алгебры,  которые не являются комбинаторными.

Пример.
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	 v
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	0
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	a(v)
	0
	
	0
	0
	0
	0
	0

	f(v,a(v))
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	0
	0
	0
	v
	0

	a(f(v,a(v)))
	0
	
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	
	0
	0
	0
	0
	0
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рис. 7 Устойчивая не комбинаторная алгебра7 SET pict6 +0   
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Пусть F={0,v,a,f}- множество функциональных символов (arn(0)=arn(v)=0, arn(a)=1 и arn(f)=2) и пусть  T=f(f(v,a(v)),a(f(v,a(v))))(Terms(F,().  Рассмотрим  множество  термов Q= (subterms(T)\{T})({0}={v,a(v),f(v,a(v)),a(f(v,a(v))),0} и алгебру Av=f(f(v,a(v)),a(f(v,a(v))))=(Q,F,(), в которой ( определено следующим образом: 

· если с({0,v}, то ((с)({(} ( {c} (константа c({0,v}), 

· для любого t(Q  ((a)(t)=  EQ \b \lc\{ (\a \al \co2 \vs3 \hs3(a(t),  ;если  a(t)(Q;0,;если a(t)(Q))  ;

· для любых t,t'(Q  ((f)(t,t')= EQ \b \lc\{ (\a \al \co2 \vs3 \hs3(f(t,t'),;если  f(t,t')(Q;v,;если f(t,t')=T ;0,;если f(t,t')(Q({T}  ))    .
Характеристический моноид этой алгебры содержит нетривиальную подгруппу из двух элементов: для t=f(x,a(x)) выполняется InterpretationA,1(t)=InterpretationA,1(tx,3)(InterpretationA,1(tx,2).    На рис 7  представлена иллюстрация строения этой алгебры в виде таблицы  операций (a)и в виде функциональной схемы (б).   Можно доказать, что для любой схемы G=(W,R,label) над  алгеброй  Av=f(f(v,a(v)),a(f(v,a(v))))  существует такой порядок << на множестве W, что схему G можно настроить по <<- стратегии.  Доказательство (основанное на рассмотрении таких порядков <<, что label(x)=f и label(y)=a влечет x<<y) не приводится.

Оставшаяся часть изложения посвящена доказательству того, что любая некомбинаторная алгебра не является регулярно- устойчивой. 

Определение 27.Определим отображение TopFunctor: Terms(F,V)(F(V следующим образом: для любого терма t( Terms(F,V)  TopFunctor(t)= EQ \b \lc\{ (\a \al \co2 \vs3 \hs3(t,  ;если t(F(V;f,;если t= f(x1,…xn)))   .

В следующем определении описывается, как по уравнению строить сеть.

Определение 28.Определим отображение eq_net из множества всех уравнений equations(F,V) в множество сетей,    следующим образом eq_net(x=t)=(W,R,label,F), где 

W={x}((subterms(t)\{t}),

R= {(f(t1,…,ti,…),i,ti): f(t1,…,ti,…)( subterms(t)\{t}}({(x,i,ti): t=f(t1,…ti,…)},

 а функция label:W(F(W определена следующим образом: для любой вершины v(W label(v)=  EQ \b \lc\{ (\a \al \co2 \vs3 \hs3(TopFunctor(t),  ;если v=x; TopFunctor(v),;если v( x))  .

Пример. На рис. 7  изображена схема eq_net(v= f(f(v,a(v)),a(f(v,a(v))))).

Лемма 2. Пусть A=(Q,F) не комбинаторная алгебра. Тогда  существует  такое уравнение u( equations(F,{x}),  что для некоторого порядка << на множестве вершин сети  eqv_net(u), существует бесконечная << - настройка. 

Доказательство. Поскольку A не комбинаторная алгебра, существует терм t(Terms(F,{x})\Terms(F,()  (такой, что Interpretation A,1 (t) является неединичным элементом нетривиальной подгруппы) и k>1  такие, что InterpretationA,1(tx,k)=InterpretationA,1(t) и Interpretation A,1(tx,2) ( InterpretationA,1(t).   Таким образом, для некоторого q(Q и подстановки (q, переводящей x в constant(q),   Interpretation((q(tx,k))=Interpretation((q(t))( Interpretation((q(tx,2)).


Пусть p= InterpretationA,0((q(t))(Q и ( подстановка, переводящая x в constant(p).

Рассмотрим схему eqv_net(x=t) и состояние (  такое, что всех  (( subterms(t)\{t} ((()= Interpretation(((()). 

Это состояние не согласовано и единственной не согласованной вершиной является вершина х поскольку  p=Interpretation A,0 ((q(t))( Interpretation A,0((q(tx,2)). 


Рассмотрим порядок <<, в котором вершина x является наибольшей и << - настройку ( первым состоянием, которой является (.


Настройку ( можно представить в виде (= q0 (0 q1 (1… qi (i …, (разумеется, q0=(), где  qi – состояния, в которых единственной не согласованной вершиной является x, а (i- это  subterms(t)\{t,x} – настройки. 

Индукцией по длине терма t можно доказать, что если qi(x)= InterpretationA,0((q(tx,k)), то qi+1(x)= Interpretation A,0 ((q(tx,k+1)) 

В таком случае  qi(x)= Interpretation((q(tx,i+1)) а значит qk=q0 . Таким образом ( - можно продолжить до бесконечной периодической последовательности. 


Доказательство закончено.
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